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L'esperimento del pendolo di Foucault nel Duomo di Firenze - 22 parte

L'esperimento di Foucault

Leon Foucault esegui I'esperimento
in pubblico nel Pantheon di Parigi nel
1851, utilizzando un pendolo sempli-
ce. Lalunghezza della corda del pendo-
lo era 67 m, mentre la massa era circa
28 kg. Quando si esegue 'esperimento
nell’emisfero boreale della Terra, si os-
serva che il piano di oscillazione del
pendolo ruota, osservandolo dall’alto,
in senso antiorario (da est ad ovest pas-
sando per il sud) con velocita angolare
che dipende dalla latitudine hdel luo-
go. Gia Viviani nel 1661 aveva eviden-
ziato il risultato.

Calcoleremo adesso il movimento del
pendolo, seguendo la classica dimostra-
zione di Sommerfeld.

Per semplicita si consideri un pendo-
lo al polo Nord, con il punto O posto
sull’asse terrestre e posizionato in modo
che possa oscillare liberamente in qual-
siasi direzione. Per prima cosa studia-
mo il moto del pendolo in un sistema di

Leon Foucault.

O0U I HHg@evidolo di Foucault, Siena,
3PJLV :JPLU[PAJV .HSPSL\

riferimento inerziale con origine in O, sia P la forza peso, verticale verso il basso e
; SH [LUZPVUL KLS ASV KLS WLUKVSV 3»LX\HaPVUL KLS

mdv/dt=P+T

@)

1SommerreLD A., Lezioni di Fisica Teorica 1, Meccanicpp. 179-182, Zanichelli, Bologna,1984.
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0S WPHUV KP VZJPSSHaPVUL u AZZV ULS [LTWV" JVTPUJPFL
da una situazione iniziale in cui la massa m é spostata dalla posizione di equilibrio

(verticale N — S) e lasciata andare da ferma rispetto al laboratorio (in cui si esegue
I'esperimento) solidale alla Terra. La velocita relativa iniziale & nulla. Essendo le

oscillazioni molto piccole, lo spostamento dall’asse terrestre € assai limitato e la

velocita di trascinamento relativamente al sistema pu0 essere trascurata. Quindi la

velocita iniziale assoluta (nel sistema inerziale) & praticamente nulla.

| vettori v, OA=r,P=mg ZVUV ZLTWYL JVTWSHUHYP ZP JLKH SH A

In un riferimento solidale con la
Terra sulla massa del pendolo P
HNPZJL PS WLZV TN SH [LUZPV
T, la forza centrifuga e la forza di
Coriolis, responsabile quest’ultima
dello spostamento del pendolo dal
piano di oscillazione e quindi della
sua rotazione.

(ripresa daBorala B. e GRILLIM.,
Fisica Meccanica Termologia
Roma 2000).

Infatti moltiplichiamo la (1) scalarmmente per (r +P !
r+P #mdv/dt =r +P #P + 1 +P #T

Poiché r +P & perpendicolareaPea, ZP OH KP JVUZLN\LUaH!
mdv/dt #r +P)=0 (2)

da cui;
div #(r +P)]/dt=dyv /dt #(r +P)+v#v +P)+v #r +dP/di]

perla (2) e poiché v#(v +P)=0e[dP/dt] =0,
ZP V[[PLUL X\PUKP!
v #(r +P) =costante=0 3

poiché la velocita iniziale e nulla.
Segue che_v & perpendicolare a (+P) durante tutto il moto.
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Quindiv, r,eP ZVUV ZLTWYL JVTWSHUHYP LK PS TV[V H]]PLU
sistema inerziale scelto.

(S WVSV 5VYK YPZWL[[V HS ZPZ[LTH PULYaPHSL ZJLS]\
la Terra ruota sotto di esso. Per un osservatore solidale con la Terra il piano di oscil-

lazione ruota in senso orario con la velocita angolaret di rotazione della Terra e

quindi con un periodo di 24 ore circa. Quando il pendolo si trova alla latitudine h

si ripete il ragionamento gia visto, eccetto di considerare la componente della ve-

locita angolare che ci interessa, di modulo t sen h

Trattiamo adesso il problema di un sistema di riferimento non-inerziale solidale con

la Terra.

Un pendolo semplice di lunghezza | € spostato dalla sua posizione verticale di
equilibrio.

A B, la massa oscillante B € abbandonata, con velocita nulla, nella posizione B’ di
coordinate (0, Yo , Zo) in un sistema di riferimento terrestre B x, y, z

B, & l'origine del sistema, B x € tangente al parallelo di latitudine hed é diretto verso

Est, By € nel piano del meridiano del meridiano ed diretto verso Nord, B z & verticale
HZJLUKLU[L 3H ;LYYH Y\V[H JVU JLSVJP[n RN ¥&tetvoL \UP M
allalineaN S deipoli. Posto a = t senhe b =(g/I): sifaral'approssimazione

a << b. La massa del pendolo, di coordinate x, y, z al tempo t, & soggetta a due
MVYaL YLHSP!

i peso m g e la tensione T della corda. Nel sistema B/x, y, z non inerziale si tra-

scura la - = forza d'inerzia di trascinamento (al secondo ordine int) Fr+=-m t +

(t +r)dover=(B-A)

3»LX\HaPVUL KLSSH KPUHTPJH u X\PUKP!

mg +T + (- ma) = ma (4)
KV]L!

ag=(0,0,- )_T—[Tx/l- d)Z//I T(I—z)/I]2 )
t=(,tcoshtsenh,a=(d x/dt,d y/dt, dz/dt)

a. :2t+v 2tcoshdz/dt -2 tsenhdy/dt,2 t sen hdx/dt,

2 t cos hd x/ dt

7YVPL[[HUKV SH Z\P [YL HZZP VY[VNVUHSP ZP V[[LUN

-Tx/l-2m t(cos BEdz/dt- senEdy/dt)—md x/d t (5)
-Ty/I-2mtsende/dt—md y/dt (6)
-mg +T(-2)/1+2m Ocos Edx/dt=md?z/dt? )

Nel caso di piccole oscillazioni, il moto di B ha luogo in pratica solo nel piano
orizzontale.
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B _ ° X\PUKP!

0

dz/dt=0.dz/dt=0,(1-2)/1 =1-2/1~1
La (5) e la (6) diventano

d°x/dt - 2 tsen(Edy/d)+(gx/N=0

d'y/dt +2 tsen(hdx/dt)+(gy/l)=0

Per risolvere queste equazioni differenziali si consideri la quantita complessa
z:x+iyi:2(-l)‘/22 , ,

percuid?z/d%=d x/dt +id y/dt

+H 2L 2ZPZYPJZH]H!
d x/dt +id y/dt -2a(dy/dt-dx/dt)+P (x+iy)

ossia , ,
dz/dt +2aidz/dt+b2z=0 (8)

3H zvsS\aPVUL KLSS»LX\HaPVUL JHYH[[LYPZ[PJH u!
-iaz(?a2-b)¥%=-iati(a?2+b?)%~-i(ath).
trascurando & = t2 sen? h(del secondo ordine in t rispetto a d al¥ ).
3H ZzVvS\aPVUL KP u X\PUKP!
z() =A exp[-i(@+b)] *A,exp[- (a—Db)]
A | e A, sono costanti complesse della forma
A= _+i A= +i0

1 2

[ YHWWYLZLU[H SH WHY[L YLHSL KP a!

X()= ,cos(a+b)t+ " ,sen(a+b)t+_,cos(a—-b)t+ ,sen(a—-b)t (9)
[ YHWWYLZLU[H SH WHY[L PTTHNPUHYPH KP a !
y)=- ,sen(a+b)t+ ,cos(a+b)t-_,sen(a—b)t+,cos(a-b)t (10)

3L JVUKPaPVUP PUPaPHSP [ $ ,dy/ 8tk 0)peridetforso di
VI[LULYL X\H[[YV LX\HaPVUP!

1)- ,+ _,=0A ,=-_,
2)- ,(@+b)+ ", (a-b)=0; trascurando a rispotto a bA *, = °
3)-y02‘1+‘2A‘l:‘2:y0/2;

4)-- ,(@+b)-_,(@a-b)=0A2b _,=0A = _,=0.

2 — —2

2

8\PUKP L KPJLU[HUV!

X(t) =y, /2 #[sen (a+b)t+sen(a-b)t]Ax({)=y,cosbtsenat

y(t) =y, /2 #[cos (a+b)t+cos(a-b)t]JAy()=y,cosbtcosat

I moto di B nel piano B, x y € quindi ellittico e puo considerarsi la composizione
di un moto rettilineo sinusoidale e di un moto circolare.
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Posto
r=ru=xi+yj (11)

conr=(x?+y?”*=y cosbtedu e unversore nella direzionediB ) ZP OH!
r=y,cosbtu=y cosbt[senai+cosatj] (12)
dove u=senati+cosatj

La relazione (10) mostra che B & animato da un moto relativo rettilineo sinusoidale
di periodo

;% Y 1'$ ¥BS ND (13)
secondo I'asse B B che ruota intorno ad O Z con un periodo dato, dalla (11), da

»$ Y H $se¥h essendoT >>T (14)

La rotazione del pendolo nell’emisfero Nord € in senso orario cioé da E o W e an-
tiorario in quello Sud (da W ad E).

Latitudine Periodo T ‘ (tempo siderale)
90° (Polo Nord) 24 ore
80 24 h 22
70 25h 32
60 27 h 43’
50 31h20
40 37h 20
30 48 h 00’
20 70 h 10’
10 38 h 13’
0 (Equatore —

Il piano di oscillazione del pendolo, alla latitudine h effettua una rivoluzione com-
WSL[H ULS JVYZV KLS [LTWY #@ /%eB h.Y

AlpoloNord (h $ Y PS WLYPVKV KLS8&I$ YP]VS$a®P VYL u ; °
5)] = =86400 s = 24 h. Per h=45°, il periodo diventaT‘(h $ Y $ #2%=
All'equatore (h $ PS WLYPVKV u PUAUP[V

Nella precedente tabella viene riportata la durata della rotazione apparente del
WLUKVSV PU M\UaPVUL KLSSH SH[P[\KPUL!
*HSIJVSPHTV HKLZZV S»LZWYLZZPVUL KP Ka KJ!

dz/dt=-a{[g/llexp(itt)/[t2sin? h+g/I] *'?} -sen{[(t?sin? h+g /)] 1"t}
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Da questa espressione si conclude che dz / dt, cioé la velocita del pendolo, si an-
nulla tutte le volte che il seno che compare nella formula si annulla, ossia

dz/dt=0,quindidx/dt=dy/dt=0

Quando cio accade si ha un estremo della traiettoria del pendolo, Tale situazione si
JLYPAJH JVU SL JVUKPaPVUP PUPaPHSP ZJLS[L WLY SH W
7VULUKVY HSSVYH!

0$ Y it2dnzh+g/l)]t72t (15)
gli astremi successivi vengono raggiunti approssimativamente quando

[$Y of=%3 o 2,
t = oé quindi la durrata di un movimento completo di andata e ritorno.

Se nella (15) poniamo b = 0, cioét =0, ocoincide con il periodo d’'oscillazione del

pendolo matimatici, calcolato senza tener conto della rotazione della terra. Per ve

dere dove viene a trovarsi la nostra massa pendolare per effetto della rotazione della

Terra, dopo untempot=0 YPJH]PHTV KHSSH [LULUKYV JVU[V KLS:

s(t=0)=Aexp(-iuo Y Bexp(iuo Y P $
=(A*A)exp(-ug=aexp(iug.

La massa pendolare ha quindi dalla posizione di equilibrio la stessa distanza che
aveva inizialmente, ma il suo azimut non giace piu nel meridiano verso sud, come
HS WYPUJPWPV KLSS»LWLYPTLU[V TH u Y\V[H[V YPZWL]J[V |

Un punto materiale si muove con velocita vrel costante
lungo un meridiano della Terra; per un osservatore posto
nel centro della Terra il punto possiede

una velocita angolare y, costante.

uo$ Y \2+pVIY2e Y B MNsenh]V?

La rotazione nell’emisfero Nord viene effettuata da est.
7VZZPHTV YHNPVUHYL JVZy! SH [YHPLJ[[VY
in assenza del moto rotatorio della Terra, si svolgerebbe tutta da Nord verso sud e
viceversa, viene deviata dalla forza di Coriolis,egivalente ad una pressione contro la
riva destra; durante il moto di andata la deviazione € verso est.

Emilio Borchi, Renzo Macii (Fondazione Osservatorio Ximeniano, Firenze)






